
8-Лекция. 

Сан тізбегінің және функцияның  шегі. Туындыны оқыту әдістемесі. 

Жоспары: 

1. Шектер туралы қысқаша шолу. Шек ұғымын мектепте оқыту туралы 

2. Сан тізбегі және оның шегі. Функцияның нүктедегi шегi 

3. Функцияның үзіліссіздігі ұғымын мектепте оқыту. Функцияның нүктедегі үзіліссіздігінің 

анықтамасын түсіну үшін қайталанатын материалдар 

4. Туындының анықтамасы және оның геометриялық мағынасы. Функцияның туындысын табу. 

Туынды табу ережелері. 

5. Функцияның ӛсуі мен кемуі. Функцияның максимумы мен минимумы 

6. Функцияның ең үлкен және ең кіші мәндері.Функцияны зерттеп, графигiн салу 

Математикалық талдау курсында шектiң анықтамасын былайша тұжырымдап беру қабылданған: 

Анықтама.Егер де кез келген оң  саны үшiн 0  саны табылып,  ax0 теңсiздiгiн 

қанағаттандыратын барлық х үшiн bxf )( теңсiздiгi орындалатын болса, онда b саны f 

функциясының а нүктесiндегi шегi деп аталады. 

Бұдан кейiн функцияның нүктедегi оң жақтама және сол жақтама шектерiнiң анықтамасы 

қарастырылады. 

Анықтама.Егер алдын ала берiлген >0санына сәйкес 0)(    саны табылып, келесi 

00 xxx   

теңсiздiктердi қанағаттандыратын барлық х-тер үшiн мына теңсiздiк    Bxf )(  

орындалса, онда В санын f(х) функциясының х0 нүктесiндегi сол жақтама шегiдеп атайды және мұны 

былай жазады:  )0()(lim 0
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Анықтама.Берiлген оң санына сәйкес 0)(     саны табылып, мына 

 00 xxx  

теңсiздiктердi қанағаттандыратын барлық х-тер үшiн келесi теңсiздiк  Сxf )(  

орындалса, онда С санын f(х) функциясының х0 нүктесiндегi оң жақтама шегiдеп атайды және мұны 

былай жазады:    )0()(lim 0
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 бар болу үшiн, f(х) функциясының х0 нүктесiндегi оңжақтама және сол жақтама 

шектерiнiң бар болуы және олардың ӛзара тең болуы қажеттi және жеткiлiктi екенi дәлелдеп 

кӛрсетіледі. 

Бұдан кейiн функцияның нүктедегi шегiнiң геометриялық мәнi қарастырылады. 
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 болатын болса, онда   AyAy ,  түзулерi бiр-бiрiне 

қаншалықты жақын болатын болса да, х0нүктесiнiң сондай бiр маңайы табылып, 

);( 00   xx  аралығында жатқан функция мәндерi );(   AA  аралығында 

болады. 

Одан кейiн нүктедегi шегi бар функцияның негiзгi қасиеттерi қарастырылады. 

1-теорема.Егер f және g функцияларының а нүктесiнде шектерi бар болса, онда осы функциялардың 

қосындысы мен кӛбейтiндiсiнiң а нүктесiнде шектерi бар болады және 
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2-теорема.Егерf жәнеgфункцияларының анүктесiндешектерi барболсажәнеgфункциясының шегi 

нӛлденӛзгешеболса, ондасолнүктеде
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Қазiргi кезде қолданылып жүрген А.Н.Колмогоров оқулығында “Туынды және және оның 

қолданылуы" деп аталатын тақырыпта функцияның үздiксiздiгi және шекке кӛшу туралы түсiнiк 

берiледi. Математикалық талдаудағы аса маңызды функцияның нүктедегi шегi мен үздiксiздiгi тек 

индуктивтi түрде енгiзiледi. 

А.Н. Колмогоров оқулығында функцияның нүктедегi шегi ұғымы былайша баяндалатын. Алдымен 

функцияның нүктедегi шегi туралы түсінік беріледі. Функцияның нүктедегi шегi туралы ұғыммен 

окушылар физика курсында лездiк жылдамдықты анықтағанда кездестiргені еске түсіріледі. Мысал 

ретiнде дененiң еркiн түсуi қарастырылады:жол S, уақыт t-нiң функциясы ретiнде  
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формуласымен берiледi. Қандай да бiр t0 уақыт мезетiн таңдап алайық және t0мезеттен t=t0+t мезетке 

дейiнгi t уақыт аралығын қарастырайық. Осы уақыт аралығында дене мынадай жол жүредi: 
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жылдамдығы  деп аталады.  

0t -тұрақтыболғандабұлорташажылдамдық t -нiң функциясыболады: t
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tазшамаболғандаорташажылдамдықтың 0gt -денайырмашылығыӛтеазболатынын (1) 

формуладанкӛремiз. 



Мысалы, нӛлгежуықтайтынқандайдабiрtуақытаралықтарындаt0=2 болғанда 
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мәндерi мына кестемен берiледi (оңай бiлу үшiн g=9,8 деп есептеймiз): 

t 1 0,1 0,01 0,001 

vор 24,5 20,09 19,649 19,6049 

бұдан, егер t нӛлге неғұрлым жуық мәндердi қабылдайтын болса, онда vор-нiңсәйкес 

мәндерi 6000,1900  gtv  мәнге жуықтайтыны айқын кӛрiнедi. 

Мұны басқаша айтуға болады: t нӛлге ұмтылғанда vоржылдамдық vошекке ұмтылады, оны 0t  уақыт 

мезетiндегi “лездiк”жылдамдықдеп есептейдi. Былайша жазу қабылданған: )(lim
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Бұдан кейiн тағы да бiр мысал қарастырылады. 

Ӛлшеулер жүргiзiп, қабырғасының ұзындығы a-ғатең квадрат пластинканың р периметрiн берiлген  

дәлдiкпен (- оң сан) табу керек болсын. Ол үшiн пластинканың қабырғасыныңұзындығын
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
  дәлдiкпен 

ӛлшеу жеткiлiктi болады. Шынында, егер х - бiздiң ӛлшеулерiмiздiң нәтижесi және  
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
ax  

болса, онда былай болады:  ax 44 . Ал р=4а болғандықтан, соңғы теңсiздiк px 4  

болатындығын кӛрсетедi. 

Сонымен, кез келген >0 үшiн барлық х мәндерiа-ға жеткiлiктi жуық болғанда (дәлiрегi, х мынадай 

теңсiздiктi қанағаттандырғанда: 
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ax )f(x)=4xфункциясының мәндерiнiң р=4а санынан 

айырмашылығы -нан кiшi болады. Шыққан нәтиженi былайша тұжырымдаған орынды: f(x)=4x 

функциясының х-тiң а-ға ұмтылғандағы шегi 4а-ға тең; ^ ax
ax

44lim 
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Бұл жазылу қысқаша түрде былай оқылады: f(х)=4х  функциясының анүктесiндегi шегi 4а-ға тең. 

Жалпы былай айтады: егер х  кемiгенде (мұндағы  0xxх  Lxf )(  айырмасы 

мейлiнше аз, яғни |)(| Zxf   кез келген белгiлеп кӛрсетiлген >0 санынан кем болып шықса, онда х 

саны х0-ге ұмтылғанда, f функциясы  L санына ұмтылады (х=x0 мәнi лездiк жылдамдық анықталатын 

есептегi сияқты мұнда да қарастырылмайды). 

0хх орнына, әрине, 0х деп жазуға болады. 

f функциясы бойынша L санын табу шекке көшу деп аталады. 

Бұдан әрi қарай тӛмендегi негiзгi екi жағдайда шекке кӛшумен кездесетiндiгi айтылады. 

Бiрiншi жағдай, бұл 

x

f




 айырмалық қатынасында шекке кӛшу, яғни туындыны табу. 

Екiншi жағдай, функцияның үзiліссіздік ұғымымен байланысты. Егер 0хх жағдайда 

)()( 0xfxf   болса, онда бұл функцияны х0 нүктесiнде үзiліссіз деп атайды. Мұнда 

xfxfxfLxf  ;)()()( 0  аз болғанда f  те аз болатыны, яғни х0 

нүктесiндегi аргументтiң аз ӛзгерулерiне функция мәндерiнiң де аз ӛзгертулерi сәйкес келетiнi шығады. 

Нүктедегi шегi бар функциялардың негiзгi қасиеттерi мынадай ереже бойынша түсiндiрiлген. 



Ереже. 0хх  кезде f(x)A, g(x)B болсын. Сонда 0хх  (яғни 0х )  кезде: 

а) f(x)+g(x)A+B; 

б) f(x)g(x)AB; 
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Шекке кӛшу ережелерi функциялардың үзiліссіздігін дәлелдегенде және дифференциалдау 

формулаларын қорытып шығарған кезде кең қолданылады. 

Математиканы тереңдетіп оқытатын сыныптар мен мектептерде функцияның нүктедегi шегi 

ұғымының анықтамасын беру үшін мынадай 

нақтылы мысалдан бастауға болады. 

12)(  xxfy  функциясын және оның 

графигiн қарастырайық. 

х аргументтiң 1-ге тең мәнiн алсақ, оған сәйкес 

келетiн функцияның мәнi 3 болады. Бұлар 2-

суреттеС және K нүктелерiмен кескiнделiп 

кӛрсетiлген. 

3-тiң >0 маңайында, яғни функцияның (3-

;3+) аралығында жатқан мәндерiн қарастырайық. 

МК=KN=, ал (3-;3+) аралығы Oу ӛсiнiң М және 

N нүктелерiнiң аралығында жатқан нүктелерiнiң 

жиынымен ӛрнектелген. Демек, осы аралықта 

жатқан функцияның мәндерi үшiн   

                  |3-f(x)|<                                           (1) 

теңсiздiгi орындалады. Ендi тәуелсiз айнымалы 

х-тiң қандай мәндерiнде f(x)=2x+1 функциясының 

мәндерi (3-;3+) аралығында жатады немесе 

бәрiбiр (1) теңсiздiк орындалады? –деген сұрақ 

туады. Ол үшiн Оу ӛсiндегi проекциялары М және 

N болатын,  берiлген функцияның графигiнде жатқан D және F нүктелерiн Oх ӛсiне проекцияласақ, А 

және В нүктелерiн аламыз. Әрине, AC=CB,AC=CB= (>0) деп белгiлесек, А жәнеВ нүктелерiнiң 

аралығында жатқан немесе 

                   |х-1|<                                             (2) 

теңсiздiгiн қанағаттандыратын барлық х-тер үшiн (1) теңсiздiк орындалады. Сонымен, (2) теңсiздiк 

аргумент х-тiң (1) теңсiздiктi қанағаттандыратын жеткiлiктi шарты болады. 

Мұндағы  саны -ға байланысты болып отырады. Шынында даА нүктесiнiң орны D-нiң орнына, ал 

D-нiң орны М нүктесiнiң орнына, М нүктесiнiң орны МК кесiндiсiнiң ұзындығына, -ға байланысты 

болады. А нүктесiнiң орыны  санымен де анықталады. Олай болса,  саны -ға байланысты болады, 

яғни= (). 
Аргумент x-тiң (1) теңсiздiк орындалатын мәндерiнiң жиынын суреттi пайдаланбай да табуға болады. 

Ол үшiн алдын ала>0 санын алып, (1) теңсiздiктi бiртiндеп түрлендiрелiк. Сонда:  
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Әрине, (3) теңсiздiктен (1) теңсiздiктiң дұрыстығы шығады. Олай болса, (1) теңсiздiк орындалуы 

үшiн  саны ретiнде  

2


–нi алса болғаны. Сонымен бiз берiлген >0 санына сәйкес >0 саны 

табылатынын және |x-1|< теңсiздiгiн қанағаттандыратын барлық x-тер үшiн (1) теңсiздiктiң 

орындалатын кӛрсеттiк. Мiне, осы жағдайда 3 санын f(x)=2x+1 функциясының x айнымалысы 1-ге 

ұмтылғандағы шегi дейдi және былай жазады: 
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Аргумент x-тiң ұмтылған санды а-мен ал f(x) функциясының шегiн А-мен белгiлесек, онда 

қарастырылған мысалды негiзге алып, функцияның шегiнiң жалпы анықтамасын былай беруге болады. 

Анықтама. Егер берiлген кез келген >0 саны бойынша >0 саны табылып, 

0< ax                                 (4) 

теңсiздiгiн қанағаттандыратын барлық x-тер үшiн 

 Axf )(                                    (5) 

теңсiздiгi орындалатын болса, ондаА санын x айнымалы түрақты а санына ұмтылғандағы, яғни xa 

жағдайдағы,  f(x) функциясының шегiдейдi және оны былай жазады: 

Axf
ax




)(lim .(6) 

Функцияның нүктедегi шегi ұғымын терең түсiнбеу оқушыларға кӛптеген қиындықтар туғызады. Бұл 

қиындықтың себебi берiлген ұғымның анықтамасын бiлiп, оны қолдану үшiн әртүрлi ұғымдарды: 

жалпылық кванторы (“кез келген >0…”, “барлық x-тер…”), бар болу кванторы (“сондай бiр >0 

табылып…), логикалық салдар, функция ұғымы, сандық аралықтар, |x-a|<b теңсiздiгiн шешу, олардың 

шешiмiн сандық ӛсте кескiндеу 6-9 сыныптарда оқылған функциялар және олардың графиктерiн бiлу 

қажет. Бұларды қайталап шығу үшiн арнайы сабақ бӛлiнгенi орынды. Мазмұнына қарай бұларды үш 

топқа бӛлуге болады. 

Бiрiншi топқа bax  , bax   түрiндегi теңсiздiктердi шешу жатады. Бұларды меңгеру 

үшiн тӛмендегi бiлiктiлiк элементтерiн кайталап, оларды қарапайым есептердi шешуге қолдана бiлу 

қажет. 

1) а және bсандарының ара қашықтығы деп ba  -ны айтады. 

2) bax   теңсiздiгiнiң шешiмi a нүктесiнен бiрдей b  қашықтықта жатқан сандық 

ӛстегi  );( baba   интервалы болады. bax  , bax   және bax   

теңсiздiктерiнiң шешiмi де осы сияқты қарастырылады.  

Екiншi топтағы қайталануға тиiстi аса маңызды бiлiмге логикалық салдардың шарты мен 

қорытындысы,  теңдеу ұғымы жатады. Алдымен қарапайым мысал келтiрейiк: мен бӛлмеде 

болатындықтан, мен үйдемiн, ӛйткенi бӛлме үйдiң бiр бӛлiгi болып табылады; менiң үйде 

болатындығымнан менiң бӛлмеде болатындығым келiп шыкпайды, ӛйткенi асбӛлмесiнде немесе дәлiзде 

болуым мүмкiн. Осы жағдайды жалпылап, оны математикалық тiлмен жазайық: егер MN  (3-сурет) 

болса, онда MxNx  болады. Мысалы, 2<х<5 теңсiздiгiнiң шешiмi (2; 5) интервалы болады, 

ал 5x теңсiздiгiнiң  шешiмдерi [-5;5] кесiндiсi болады (4-сурет).   
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2<x<5 

  -5                                            2               5     x 
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N 

3-сурет    4-сурет 



]5;5[)5;2(    болатындықтан, бiрiншi теңсiздiктiң кез келген шешiмi, екiншi теңсiздiктiң де шешiмi 

болады. Бұл айнымалы х-тiң кез келген мәнiнде тура болатын бiрiншi теңсiздiктiң айнымалының сондай 

мәндерi үшiн екiншi теңсiздiктiң де дұрыс болатынын кӛрсетедi. Олай болса, 2<х<5 теңсiздiгiнен 

5x  теңсiздiгi келiп шығады. 

Жалпы алғанда, егер бiр теңсiздiктiң шешiмдерiнiң жиыны екiншi теңсiздiктiң шешiмдерiнiң iшкi 

жиыны болса, онда бiрiншi теңсiздiктен екiншi теңсiздiк келiп шығады. Теңдеулер үшiн осы сияқты.  

Мысалдар қарастырайық. 

1-мысал. х
2
-5х+6=0 теңдеуiнiң шешiмдерiнiң жиыны {2;3}. Ал (х

2
-4)•(х

2
-9)=0 теңдеуiнiң 

шешiмдерiнiң жиыны мынаған тең: {2;-2;3;-3}. {2;3}{2;-2;3;-3} болатындықтан, х
2
-5х+6=0 теңдеуiнен 

(х
2
-4)•(х

2
-9)=0 теңдеуi келiп шығады. 

Қайталануға тиiстi аса маңызды үшiншi топқа бұрын ӛтiлген, мынадай функциялардың графиктерiн 

x

k
ybkxykxy  ,, 32 , axyaxy  қайталау жатады. Функцияның нүктедегi шегi 

ұғымын ӛтудiң алдындағы дайындық сабақтарына әртүрлi анықталу облыстарында түрлiше 

функциялармен берiлген функциялардың графигiн салуды қарастырған тиiмдi. Мұндай есептердi 

қарастыру және олардың графиктерiн салу функцияның нүктедегi шегiн,  үзiлiсіздiгiн, үзiлiстiлiгiн, 

туындысын кӛрнекi түсiнуге мүмкiндiк бередi. Тӛменде формуланың оң жағында әр түрлi тәсiлмен 

анықталған функциялардың графиктерiн кӛрнекi түрде кескiндейтiн кейбiр ерекше қасиеттерi 

келтiрiлген. Бұл математикалық талдаудың әртүрлi ұғымдарын иллюстрациялауда қажет. 
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егер
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х0=0 нүктесiнде функция анықталған, бiрақ бұл нүктеде шегi жоқ, сондықтан функция бұл нүктеде 

үзiлiстi. 

2

2
)(

23






x

xx
x .      х0=2  нүктесiнде бұл функцияның шегi бар, бiрақ бұл нүктеде функция 

анықталмаған. 
















.2,0

,2,
2

2
)(

23

х

х
x

xx
xg

егер

егер
функция х0=2 нүктесiнде анықталған, шегi бар, бiрақ бұл 

шек функцияның осы нүктедегi мәнiне тең емес. 

Жаңа материалды түсiндiру, баяндау мынадай үш бӛлiктен тұрады: функцияның нүктедегi шегi 

түсiнiгiн кӛрнекi қалыптастыру; функцияның нүктедегi шегiнiң анықтамасы; жаңа бiлiмдердi қолдану. 

Осы бӛлiктердiң әрқайсысының мазмұнына толығырақ тоқталайық. 

I. Функцияның нүктедегi шегiн  кӛрнекi түрде  қалыптастыру. 8-11-суреттерде келтiрiлген функция 

графиктерiн қарастырайық: 

Функциялардың графиктерiнiң әрқайсысын х0=2 нүктесiнiң маңайымен салыстырайық. Айнымалы х-

тiң мәндерi 2 санына жақындаған сайын 
2

4

1
xy  функциясының мәндерi 1 санына мейлiнше 

жақындай түседi. “
2

4

1
xy  функциясының мәндерi 1 санына мейлiнше жақындай түседi?” деген ненi 

бiлдiредi. Бұл сӛз 1 саны мен f(x) функциясының ара қашықтығы 1)( xf  алдын ала берiлген оң 

>0 санынан  мейлiнше кiшi болатындығын кӛрсетедi. Мысалы, үшiн =0,5 деп алайық: Айнымалы х-тiң 

қандай мәндерi үшiн 1)(xf болатындығын анықтайық. 8-суреттен бұл шарттың 



)2;2( 21   интервалында жатқан х-тiң барлық мәндерi үшiн орындалатындығын айқын түрде 

кӛруге болады. Жалпы айтқанда х0=2 нүктесi бұл интервалдың ортасы емес. Бiрақ  санын 1 мен 

2 сандарының ең кiшiсiне тең етiп алсақ, онда х0=2 нүктесiне қарағанда симметриялы 

)2;2(   аралығы шығады. Егер =0,5 болса, онда мұндай интервалдың 

)4,02;4,02(  ,  яғни (1,6; 2,4) болатындығын оңай есептеп шығаруға болады. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Сӛйтiп, =0,5 үшiн ортасы х0=2 болатын интервал табылып, осы аралықта жатқан х-тiң кез келген 

мәндерiне сәйкес келетiн функция мәндерiн 1 мен салыстырғанда -нан кiшi болады. Бұл айтылғанды 

логикалық салдар арқылы былайша жазуға болады;  ,|1)(|)4,2;6,1(  xfx  (1,6; 

2,4) интервалы 4,02 x теңсiздiгi шешiмдерiнiң жиыны болып табылады. Сондықтан соңғы 

ұйғарымды былайша тұжырымдауға болады: =0,5 үшiн  |1)(|4,02 xfх . 

Бiздiң пайымдауларымыз -нiң нақты мәндерiн алуға байланысты  емес. Егер =0,5 үшiн =0,001 

немесе =2-нi алсақ, онда сондай тәсiлмен центрi х0=2 нүктесi болатын )2;2(   интервалын 
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)2)(1(
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
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xx
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табуға болады. Сонымен, әрбiр алдын ала берiлген >0 үшiн сондай бiр  >0 саны 

табылып,   |)1)(||2| xfx  болады. 

Сӛйтiп, 
2

4

1
xy  функциясының х0=2 нүктесiнiңмаңайында тәртiбiн былайша жазуға болады: кез 

келген >0 үшiн  >0 саны табылып,   |)1)(||2| xfx теңсiздiгi орындалады. 1 

саны 
2

4

1
xy  функциясының х0=2 нүктесiндегi шегi деп  аталады, оны былай жазады:  

.1
4

1
lim 2

2



x

x
 

Eндi

2

)2()1(






x

xx
y функциясын  қарастырайық. Бұл функцияның  

2

4

1
xy   

функциясынан ӛзгешелiгi сол, ол х0=2 нүктесiнде анықталмаған. Бiрақ х0=2 нүктесiнiң маңайында  бұл 

екi функцияның тәртiбi бiрдей: айнымалы х-тiң мәндерi 2 нүктесiне жақындаған сайын функцияның 

мәндерi 1 санына мейлiнше жақындай түседi. >0-дi алып, және оу ӛсiнен )1;1(    интервалын 

алып, охӛсiнен барлық )2;2(  x және 2x үшiн  |)1)(| xf орындалатын 

)2;2(   аралығын табамыз (9-сурет). Сӛйтiп, кез келген >0  үшiн  >0 саны табылып, мына 

логикалық салдар орындалады: х 2және   .|1
2

)2()1(
||2|  






x

xx
x  

Демек, берiлген функцияның х0=2 нүктесiндегi шегi 1-ге тең:     1
2

)2()1(
lim

2






 x

xx

x
. 

Ендi 

2

1



x

y  функциясын қарастырайық. х-тiң 2 нүктесiне жақындаған сайын (10-cурет) 

функция мәндерi ешқандай санға жақындамайды. 

2

1



x

y функциясының х0=2 нүктесiнде шегi  

жоқ. 

Ақырында  










2,2

,2,1

xx

xx
y

егер

егер
 функциясын қарастырайық. 

2 нүктесiне xжақындаған сайын (11-сурет) бұл функцияның мәндерi 1 санына да, 3 санына да, 4 

санына да, жалпы айтқанда [1;4] кесiндiсiнде жатқан кез келген санға жақындай түседi. Бiрақ бұл 

сандардың ешқайсына да f(x) функциясы жақындай алмайды. Мысалы, үшiн 3 санын алайық. х-тiң 2 

санына жақын жатқан қандай мәндерiн алсақ та, f(x) функциясының сәйкес мәндерi 3-тен 1-ге артық 

болады. Сондықтан 3 саны берiлген функциясының х0=2 нүктесiндегi шегi болмайды. 4 саны да 

функцияның шегi емес, ӛйткенi кез келген х<2 үшiн 34)( xf  теңсiздiгi орындалады. Сӛйтiп, 

берiлген функцияның х0=2 нүктесiнде шегi жоқ. 

II. Функцияның нүктедегi шегiнiң анықтамасы bxf
ax




)(lim  болатындығын кӛрсету үшiн 

мынадай амалдарды орындау қажет:  

>0-дi таңдап алу; 



ax  және   bxfax )( орындалатын  >0-ны табу.   

III. Функцияның нүктедегi шегi туралы жаңа бiлiмдi  bxf
ax




)(lim  дұрыстығын дәлелдеуде 

қолдану. 

1-мысал. 5)32(lim
1




x
x

 болатынын дәлелдеңдер. 

Дәлелдеуi:1) Кез келген оң сан >0 аламыз. 2) х 1 және 

2
|1|яєни,|532||1|


  xxx  орындалатын  >0-ны табамыз. 

Бұл пiкiр 

2


  болғанда тура болады. Демек, 5)32(lim

1



x

x
. 

2-мысал.Тұрақты функцияның кез келген а нүктесiндегi шегi сол тұрақтының ӛзiне тең екенiн, яғни 

CC
ax




lim  дәлелдейiк. 

Дәлелдеуi: 

1)>0 аламыз. 

2)   ||)||,( CCaxax ,яғни >0  орындалатын  >0-ны табамыз. Берiлген 

пiкiр кез келген  >0 үшiн дұрыс. Демек, .lim CC
ax




 

Функцияның нүктедегi үзіліссіздігі.  Функцияның үзіліссіздігі математикалық талдауда аса 

маңызды орын алады. Функцияның үзiлiстiлiгiнiң математикада бiрнеше түрлi анықтамалары бар. 

1. );( ba  аралығында анықталған f(x) функциясын қарастырайық. х0 - осы аралықтан алынған нүкте. 

Бұл нүктеде f(x) функциясы анықталған, яғни f(x0) - нақты сан. 

Анықтама.Егер 

)()( 0lim
0

xfxf
xx




(1) 

болса, онда f(x) функциясын );( ba аралығының х0 нүктесiнде үздiксiз деп атайды. 

(1) тендiктiң сол жақ бӛлiгi х-тiң х0 нүктесiне ұмтылғандағы f(x) функциясының шегi де, ал оның оң 

жақ бӛлiгi осы функцияның х0 нүктесiндегi мәнi болады. Сонымен берiлген анықтама бойынша f(x) 

функциясының х0 нүктесiндегi шегi мен мәнi бiр-бiрiмен тең болса, онда функция х0нүктесiнде үзiлiссiз 

функция болатын болды. 

Функцияның шегiне берiлген анықтама бойынша (1) теңдiк келесi теңсiздiктермен мәндес 

.,)()( 00   xxxfxf (2) 

Сондықтан айтылған анықтаманы былай тұжырымдауға да болады. 

Анықтама.Егер берiлген >0 санына сәйкес және х0 нүктесiне тәуелдi болатын 

),( 0x  саны табылып, мына  0xx теңсiздiктi қанағаттандыратын барлық х-тер 

үшiн (2) теңсiздiк орындалса, онда f(x) функциясын );( ba аралығының х0 нүктесiнде үзiлiссiз деп 

атайды. 

Айталық, );( ba аралығының х кез келген нүктесi болсын, онда xhxx  0  айырманы 

аргумент немесе тәуелсiз айнымалы х-тiң х0 нүктесiндегi ӛсiмшесi дейдi. 

Бұдан  xxhxx  00   Мына 

)()()()( 0000 xfxxfxfhxff   айырманы аргумент немесе 

тәуелсiз айнымалы х-тiң ӛсiмшесiне f(x) функциясының сәйкес ӛсiмшесi дейдi.  



Тәуелсiз айнымалы х-тiң және f(x) функциясының ӛсiмшелерi ұғымы енгiзiлгеннен кейiн (2) теңсiздiк 

мына түрге кӛшедi:   )()( 00 xfhxf       (3)      (3) теңсiздiк келесi теңдiкпен  мәндес 

     0)()( 00
0

lim 


xfhxf
h

         (4)   Бұдан мынадай анықтамаға келемiз. 

Анықтама.Егер аргумент х-тiң х0 нүктесiндегi ӛсiмшесi hx  нӛлге ұмтылғанда f(x) 

функциясының оған сәйкес ӛсiмшесi f  нӛлге ұмтылса, онда f(x) функциясын );( ba аралығының 

х0нүктесiнде үзiлiссiздеп атайды.  

Анықтама. Егер f(x) функциясы );( ba  аралығының әрбiр нүктесiнде үзiлiссiз болса, онда f(x) 

функциясын );( ba  аралығында үзiлiссiз деп атайды. 

Анықтама. Егер    )0()( 0
0

lim
0




xfxf
xx

   (4’)  болса, онда f(x) функциясын х0  нүктесiнде 

оның оң жағынан үзiлiссiз деп атайды.  

Анықтама. Егер  )0()( 0
0

lim
0




xfxf
xx

          (5)   болса, онда f(x) функциясын х0 нүктесiнде 

оның сол жағынан үзiлiссiз  деп атайды.          

Егер )()0()0( 000 xfxfxf   болса, онда f(x) функциясы бiрiншi анықтамада 

айтылған мағынада үзiлiссiз болады. 

Функцияның үзiлiссiздiгi ұғымының екiншi түрдегi анықтамасы былайша тұжырымдалады: 

Анықтама.Егер f(x) функциясының анықталу облысынан алынған кез келген тiзбектiң  

...,...,,, 21 nxxx  

х0санынажинақтыболуынанf(x)функциясының осытiзбеккесәйкесмәндерi тiзбегiнiң  

...),(...,),(),( 21 nxfxfxf  

f(х0)-гежинақтыболатынболса, ондаf(x) функциясынх0нүктесiндеүзiлiссiздепатайды. 

Жоғарыдакелтiрiлгенбiрiншi анықтамаменосысоңғыанықтамабiр-бiрiменбалама. 

Айталық, f(x) функциясы );( ba аралығының әрбiрнүктесiндеүзiлiссiзболсын. Ондаберiлген>0 

бойыншааралыктыңәрбiржекех0нүктесiнесәйкессанытабылып, тиiстi теңсiздiктерорындалғанболаредi. 

Жалпыайтқанда, саныныңсайлапалынуыменх0-гетәуелдi, яғни ),( 0x  . Осыған байланысты 

мынадай сұрақ туады: берiлген>0 бойынша аралықтың барлық х0 нүктелерiне бiрдей жарамды  санын 

табуға болама? 

Анықтама.Егер алдын ала берiлге нәрбiр>0 санынасәйкес 0)(   саны табылып, х пен 

х0  );( ba  аралығының қай жерiнен алынса да мына теңсiздiктiң    0xx  орындалуынан келесi 

теңсiздiк  )()( 0xfxf орындалса, онда f(x) функциясын );( ba аралығында бiрқалыпты 

үзiлiссiз деп атайды. 

Бұл анықтама бойынша саны тек санына ғана тәуелдi және х0 нүктесiнiң барлығына да жарамды. 

Осы соңғы анықтаманы былай тұжырымдауға да болады: 

Анықтама.Егер >0 санына сәйкес тек осы  санына ғана тәуелдi 0)(    саны  табылып, 

);( ba аралығының  мына теңсiздiктi  111 xx қанағаттандыратын кез  келген  х
1
және  х

11
  екi  

нүктесi  үшiн келесi теңсiздiк   )()( 111 xfxf  орындалса, онда f(х) функциясын 

);( ba аралығында бiрқалыпты үзiлiссiз деп атайды. 



1968 жылғы қабылданған математика бағдарламасы бойынша жазылған А.Н. Колмогоровтың 

(Алгебра және анализ бастамалары оқулығында) функцияның нүктедегi үзіліссіздігінiң анықтамасы 

оның шегi арқылы берiлген. 

Анықтама.Егер )()( 0lim
0

xfxf
xx




 болса, онда fфункциясых0 нүктесiнде  үзіліссіз деп аталады. 

Бұдан кейiн нүктедегi үзіліссізфункцияның негiзгi касиеттерi қарастырылады. 

1-теорема.х0нүктесiнде үзіліссізболатын функциялардың қосындысы, айырымы, кӛбейтiндiсi және 

бӛлiндiсi (бӛлiмi х0 нүктесiнде нӛлге айналмайтын жағдайдағы бӛлiндi) х0нүктесiнде үзіліссіз 

функциялар болып табылады. 

2-теорема.Рационал функция ӛзi анықталған барлық нүктелерде үзіліссізболады. 

Бұдан кейiн интервалдағы үзіліссізфункцияның таңба-тұрақтылық қасиетi қарастырылады. 

Егер f функциясы );( ba интервалында үзіліссізжәне нӛлге айналмайтын болса, онда ол функция сол 

интервалда тұрақты таңбасын сақтайды. 

Теңсiздiктердi интервалдар әдiсiмен шешудiң теориялық негiзi осы қасиетке негiзделедi. 

Функциянын нүктедегi үзіліссіздiгi былайша түсіндіріледі: 

Егер 0xx  жағдайда )()( 0xfxf  болса, онда бұл функцияны  х0нүктесiнде үзіліссіз деп 

атайды. Мұнда fxfxfLxf  )()()( 0 ;  x аз болғанда f те аз болатынын, яғни 

х0нүктесiндегi аргументтiң аз ӛзгерулерiне функция мәндерiнiң де аз ӛзгерулерi сәйкес келетiнi шығады. 

Элементар функциялардың барлығы ӛзiнiң анықталу облысының әрбiр нүктесiнде үзіліссіз болады. 

Осы оқулықтың “Үздiксiздiк пен туындының қолданылуы”деп аталатын параграфыныңүзіліссіздiктiң 

қолданылуы деп аталатын пунктінде интервалдағы үзіліссіз функцияның анықтамасы мен интервалдағы 

үзіліссіз функцияның таңба-тұрақтылық қасиетi қарастырылған. 

Егер );( ba интервалында fфункциясы үзіліссіз және нӛлге айналмайтын болса, онда сол интервалда 

ол тұрақты таңбасын сақтайды. 

Одан кейiн, теңсiздiктi интервалдар әдiсiмен шешудiң осы қасиетке негiзделгенi қарастырылады. 

Ал М.А.Башмаковтың (Алгебра және анализ бастамалары оқулығында М., Просвещение, 1997 ж.) 

теңсiздiктi интервалдар әдiсiмен шешу функцияның үзіліссіздігiнен бұрын оған байланыссыз ӛтiледi. 

Бұл оқулықта фунцияның үзіліссіздiгi аргумент пен функция ӛсiмшесi арқылы берiледi: егер 

аргументтiң шексiз аз ӛсiмшесiне функцияның шексiз аз ӛсiмшесi сәйкес келетiн болса, онда функцияны 

берiлген нүктеде үзіліссіз функция деп атайды. Монотонды функциялар үшiн функцияның 

үзіліссіздiгiнiң анықтамасы былайша берiледi: “Егер монотонды функция ӛзiнiң барлық аралық 

мәндерiн қабылдайтын болса, онда ол үзіліссіз функция болады”. Бұдан кейiн кесiндiдегi үзіліссіз 

монотонды функцияның нӛлге айналуы туралы Больцано-Кошидiң теоремасы және оның тендеулердi 

графиктiк тәсiлмен шешуде қолданулары қарастырылады. 

Кесiндiдегi үзіліссізфункцияның негiзгi қасиеттерi теориялық зерттеулер мен практикалық есептердi 

шығаруда кең түрде колданылады. Физика-математикалық бағыттағы бейіндік мектептерде, 

факультативтiк сабақтар мен математикалық үйiрме жұмыстарында кесiндiдегi үзіліссіз функцияның 

нӛлге айналуы туралы Больцано-Кошидiң бiрiншi және екiншi теоремаларын теңдеулердiң нақты 

шешiмдерiнiң бар болатындығын дәлелдеуде және оны кез келген дәлдiкпен жуықтап есептеуде, 

теңсiздiктердi интервалдар әдiсiмен шешудiң теориялық негiзi ретiнде алуға болады, ал аралықтағы 

үздiксiз функцияның таңба-тұрақтылық қасиетi теңсiздiктi аралықтар әдiсiмен шешудiң теориялық негiзi 

ретiнде қолданылады. 

Функцияның нүктедегi үзіліссіздiгiнiң анықтамасын терең түсiну үшiн мына тӛмендегідей оқу 

материалдар қайталанылады: 

1) функцияның нүктедегi шегiнiң анықтамасы. 

2) bxf
ax




)(lim  болатындығын дәлелдеу әдiсi. 

3) Кез келген х0R  үшiн 0
00

lim,lim xxCC
xxxx




 болатындығы. 

4) Шектер туралы теоремалар. 



5) Рационал функциялар туралы ұғым. Мына түрдегi функция 

,...)( 1
1

10 nn
nn axaxaxaxP  


 бүтiн рационал функциянемесе кӛпмүшелiк деп 

аталады, мұндағы а00.  

,
)(

)(
)(

xQ

xP
xf   мұндағы P(x) және Q(x) - кӛпмүшелiктер рационал функциялар деп аталады.  

Оқушыларға таныс рационал функциялардың мысалдарын келтiру қажет: тура және керi 

пропорционалдық тәуелдiлiк, сызықтық және квадраттық функциялар, 

2

1
,

3

2
3






xx

x
yaxy  т.с.с.  

Сонымен бiрге, оқушылардың назарын    xyxyxyxy  ,,,  функцияларының 

рационал функциялар болмайтынына назар аударған жӛн. 

Функцияның нүктедегi шегi мен функцияның графигi туралы бiлiмдерiн функцияның нүктедегi 

үзіліссіздiгiн кӛрнекi түрде қалыптастыру үшiн пайдалануға болады. Бұл мақсатта оқушыларға мынадай 

тапсырмалар берген пайдалы. 

Функциялардың графиктерiн мыналарды анықта: 

а) х0 нүктесiнде анықталған, бiрақ бұл нүктеде шегi жоқ; 

ә) х0 нүктесiнде анықталған, бұл нүктеде шегi бар, бiрақ );()(lim 0
0

xfxf
xx




 

б) х0 нүктесiнде анықталған, бұл нүктеде шегi бар және  );()(lim 0
0

xfxf
xx




 

Кӛрсетiлген қасиетке ие болатын функциялардың графиктерi х0нүктесiнiң маңайында түрлiше болуы 

мүмкiн. Олардың бiр түрi тӛмендегi 13-суретте кӛрсетiлген. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Жаңа материалды тӛрт кезеңге бӛлiп оқыту қажет: функцияның үзіліссіздiгiн көрнекi 

қалыптастыру; функцияның нүктедегi үзіліссізiгiнiң анықтамасын беру және оны қарапайым 

жағдайлар үшiн қолдану; үзіліссізфункциялардың қасиеттерiн бiлу; үзіліссіз функциялар туралы 

алған бiлiмдi қолдану. 

0               x0            x 

y 

 

 
 

 

 

 

 

 

f(x0 ) 

 

 

y 

 

 
 

 

 

)(lim
0

xf
xx

 

 

 
0               x0            x 

y 

 

f(x0 ) 
 

 

 

 

)(lim
0

xf
xx

 

 

 
0               x0            x 

y 

)()( 0lim
0

xfxf
xx

 

0               x0            x 

13-сурет 



1.Функцияның нүктедегiүзіліссіздiгiн көрнекi түрде  қалыптастыру. 
Тӛмендегi функциялардың графиктерiн қарастырайық (14-сурет): 
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2xy   функциясының графигi үзіліссізсызық болады, яғни қаламды қағаз бетiнен алмай салуға 

болады. Қалған үш функциялардың әрқайсысы х айнымалысы х0=2 нүктесiнен ӛткенде бӛлiнедi. Мұндай 

жағдайда х0нүктесiн үзiлiстi нүкте деп атайды. Функцияның үзiлiстiлiгiн математикалық ұғымдарға 

сүйене отырып түсiндiрейiк. 

2

1
)(



x

xh  функциясы х0=2 нүктесiнде анықталмаған. Олай болса, функцияның үзiлiстi 

болуының бiр есебi оның х0нүктесiнде мәнiнiң болмауы болып есептеледi. 










.2,2

,2,
)(

xегерx

xегерx
xz функциясы х0=2 нүктесiнде анықталған, бiрақ бұл нүктеде оның 

шегi жоқ. Олай болса, функцияның үзiлiстi болуының басқа бiр есебi оның (бұл нүктеде) х0 нүктесiнде 

шегiнiң болмауы болып табылады. 

14-сурет 
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Ендi үшiншi функцияны 










.2,1

,2,
)(

2

х

хx
x

егер

егер
  қарастырайық. Бұл функцияда жоғарыда 

аталған “кемшiлiктердiң” бiрде-бiреуi жоқ. Шынында да х0 нүктесiнде ол анықталған: ;1)2(   оның 

бұл нүктеде шегi бар: .4)(lim
2




x
x

  Соған қарамастан функциясы х0=2 нүктесiнде үзiлiстi, 

ӛйткенi оның х0=2 нүктесiнде шегi функцияның бұл нүктедегi мәнiне тең емес: 

).2()(lim
2

 


x
x

Бұл функцияның үзiлiстi болуының тағы бiр есебi болып табылады. 

Осы қарастырылған (х) функциясының графигiн f(x)=х
2
функциясы графигiмен салыстырайық. Бұл 

функциялар х0=2 нүктесiнен басқа, барлық нүктелерде бiрдей сандық мәндер қабылдайды. (х) 

функциясының графигiн бiз үзіліссізсызық болатындай етiп ӛзгерттiк делiк. Ол үшiн бiзА(2;1) нүктесiн 

(х) функциясының графигiне тиiстi емес В нүктесiмен ауыстыруымыз қажет. А(2;1) нүктесiy=(х) 

функциясының графигiне тиiстi болғандықтан, (2)=1 болады. А нүктесiн oy ӛсiне параллель жылжыту 

арқылы оның ординатасын демек, х0=2 нүктесiнде функцияның мәнiн ӛзгертемiз. СондаАнүктесiнiң В 

нүктесiмен ординатасы сәйкес келгенде, х0=2 нүктесiндегi функцияның мәндерi де бiрдей 4-ке тең 

болады, яғни (х) функциясының х0=2 нүктесiндегi шегiне тең болады. f(x) функциясы дәл осындай 

қасиетке ие болады. ).2()(lim
2

fxf
x




 Бұл қасиеттi былайша тұжырымдауға болады: f(x) 

функциясының х0=2 нүктесiндегi шегi оның осы нүктедегi мәнiне тең. 

2.Функцияның нүктедегiүзіліссіздiгiнiң анықтамасы.Функцияның нүктедегiүзіліссіздiгi туралы 

кӛрнекi ұғымды қалыптастыру туралы жүргiзiлген дайындық жұмыстары оқушылардың алдына 

функцияның нүктедегi үздiксiздiгiнiң анықтамасын беруге мүмкiндiк бередi.  

Анықтама. Егер )()(lim 0
0

xfxf
xx




 болса, онда f функциясы x0 нүктесiнде үзіліссіздеп 

аталады. 

Бұл анықтамадан мынау шығады: f(x) функциясының x0нүктесiнде үзіліссізекендiгiн кӛрсету үшiн 

)()(lim 0
0

xfxf
xx




 болатындығын дәлелдеу керек. 

Рационал функцияның үзіліссіздiгi туралы теореманы дәлелдеуде керек болатын аса маңызды екi 

тұжырымды дәлелдейiк. 

1-тұжырым. Тұрақты f(x)=C функциясы сан ӛсiнiң кез келген нүктесiнде үзіліссіз болады. 

Алдымен бұл тұжырымның дұрыстығының айқын екендiгiн геометриялық түрде кӛрсетейiк: тұрақты 

f(x)=C функциясының графигiн бiз қаламды қағаз бетiнен алмай түзу сызық түрiнде сала аламыз. 

Берiлгенi: f(x)=C, x0R. 

Дәлелдеуiмiз керек:f(x) функциясының x0нүктесiнде үзіліссіз екенiн. 

)()(lim 0
0

xfxf
xx




, яғни СС
xx


 0

lim  екенiн дәлелдеу жеткiлiктi. Бұл теңдiктiң дұрыстығы 

оқулықта дәлелденiлген. Сонымен 1-тұжырымның дұрыстығы дәлелдендi. 

2-тұжырым.f(x)=х функциясы сан ӛсiнiң кез келген нүктесiнде үзіліссіз функция болады. 

Жоғарыда кӛрсетiлгендей, тұжырымның геометриялық түрде дұрыстығын оқушыларға ӛз бетiнше 

кӛрсету ұсынылады. 

Берiлгенi: f(x)=х, x0R. 

Дәлелдеу керек: f(x) функциясының x0нүктесiнде үзіліссіз екенiн. 

)()( 0lim
0

xfxf
xx




, яғни 0lim
0

xx
xx




 екенiн дәлелдеу жеткiлiктi. Бұл теңдiктiң дұрыстығы 

дәлелденiлген. Демек, 2-тұжырымның дұрыстығы да дәлелденiлдi. 

Функцяның аралықтағы үздiсiздiгi ұғымын қалыптастыру үшiн  оқулықтағыоқу материалдары 

пайдаланаылады. 

3.Қосындының, көбейтiндiнiң, бөлiндiнiң және рационал функцияның үзіліссіздiгi. 

Екi функцияның қосындысының үзіліссіздiгi туралы теореманы дәлеледейiк. 

Берiлгенi: 0x  нүктесiнде үзіліссіз )(xf  және )(x  функциялар. 



Дәлелдеу керек: )()( xxf   функциясының 0x  нүктесiнде үзіліссіз екенiн, яғни  

).()())()(( 00lim
0

xxfxxf
xx

 


 

Дәлелдеуi: )(xf  және )(x  функцияларының әрқайсысы 0x сiнде үзiліссiз болатындықтан,  

)()( 0lim
0

xfxf
xx




, )()( 0lim
0

xx
xx

 


 

теңдiктерi орындалады. Қосындының шегi туралы теореманы қолданып табатынымыз: 

)()()(lim)(lim))()((lim 00
000

xxfxxfxxf
xxxxxx

 


 

Демек, )()( xxf   функциясы 0x  нүктесiнде үзiліссiз. 

Кӛбейту мен бӛлiндi функциялардың үзiліссiздiгi осы сияқты дәлелденiледi. 

4. Үзiліссiз функциялар туралы бiлiмнiң қолданылуы 

Функциялардың үзiліссiздiгi туралы теоремаларды бiлу функцияның шегiн анықтау мен графиктерiн 

салуға байланысты мынадай екi маңызды қорытынды жасауға мүмкiндiк бередi. 

1) Бүтiн рационал функция – кӛпмүшелiк бүкiл сан ӛсiнде үзiліссiз функция болады. 

Демек, кӛпмүшелiктiң кез келген нүктедегi шегi оның осы нүктедегi мәнiне тең болады. 

Мысал үшiн .44112)42(lim 33

1



xx

x
 

Кӛпмүшелiктiң графигi xoy жазықтығында орналасқан үзiліссiз сызық болады, олардың графигiн салу 

“Туынды” тақырыбын оқыту кезінде толығырақ қарастырылады. 

Кӛпмүшелiктер туралы жоғарыда айтылғандарды ,
)(

)(

xQ

xP
y   мұндағы 0)( xQ  рационал 

функциясы үшiн де қатысты. Мысалы үшiн 
22 1

,
1

1

x

x
y

x
y





  функцияларының графиктерi 

үзiліссiз сызықтар болады (15,16-суреттер). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

15-сурет                                       16-сурет 

 

Егер 

)(

)(
)(

xQ

xP
xf   рационал функциясының бӛлiмi кейбiр х1 және х2 нүктелерi арқылы 

анықталатын сандық аралықтар функцияның үзiліссiз аралықтары болып табылады. Мысалы, үшiн 

1

1
)(

2 


x
xf  функциясы –1 және 1 нүктелерiнде анықталмаған; бұл функцияның үзiліссiз  

аралықтары );1(),1;1(),1;(   (17-сурет). 

(18-сурет) функциясының үзiлiстi нүктелерi де үзiліссiз  аралықтары да жоғарыдағы f(x) функциясы 

сияқты анықталады. Барлық x2=-1 үзiлiстi нүктесiнiң маңайында елеулi айырмашылықтары бар. Неге 

y 

21

1

x
y


  

0                                     x 

21 x

x
y


  

y 

x 

2

1

 

0      1 

2

1
 



олай екенiн түсiндiрейiк. x=1 нүктесiнде бұл екi функцияның екеуi де анықталмаған және шектерi жоқ, 

ал x2=-1 нүктесiнде бұл функциялардың екеуi де бiрдей анықталмағанымен, бұл функциялардың 

бiреуiнiң шегi бар: 

,
2

1

1
lim

1
lim

12

2

1









 x

x

x

xx

xx
 ал екiншiсiнiң шегi жоқ. 
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



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Жоғарыдағы айтылған пайымдаулар функцияның шегi мен үзiліссiздiгi туралы теориялық бiлiмдердi 

ұғымдардың кӛрнекiлiгiмен байланыстыруға мүмкiндiк бередi.  

2) Жоғарыдағы айтылғандардан бӛлшек рационал 
)(

)(

xQ

xP
y  , (мұндағы )(xP  және 

)(xQ  кӛпмүшелiктер) функцияның шегiн анықтаудың мынадай ережесi келiп шығады. 

)( 0xQ  -дi табамыз. 

Егер 0)( 0 xQ  болса, онда 
)(

)(

)(

)(
lim

0

0

0 xQ

xP

xQ

xP

xx



 болады. 

Егер 0)( 0 xQ  болса, онда )(xQ кӛпмүшелiгiн мына түрде жазуға болады 

),()()( 10 xQxxxQ   мұндағы )(1 xQ кӛпмүшелiк.  

Егер )(xP кӛпмүшелiгiн мына түрде )()()( 10 xPxxxP   (мұндағы )(1 xP кӛпмүшелiк) 

жазуға болса онда 

)(

)(

xQ

xP
 бӛлшегiн қысқартуға болады.  

Егер )(xP  кӛпмүшелiгiн )()()( 10 xPxxxP   түрiнде жазуға болмаса, онда 

)(

)(

xQ

xP
y   функциясының x0 нүктесiнде шегi болмайды. 

1-мысал. ,8)1(,
9

1

91

611

9

6
lim

2

2

0












Q

x

xx

x
 функция x0=1 нүктесiнде үзiліссiз. 

y 

1

1
)(

2



x

xf  

                  -1       0             1            x 

y 

-1      0            1           x  x 

17-сурет                               18-сурет 



4. Туындының анықтамасы және оның геометриялық мағынасы. Функцияның туындысын 

табу. Туынды табу ережелері. 

Функцияның берiлген нүктедегi туындысының анықтамасын тұжырымдайық Ол үшін 

мынадай математикалық терминдер қолданылады: функция, функцияның ӛсiмшесi, аргументтiң 

ӛсiмшесi, қатынас, қатынастың шегi. 

 ba;  кесiндiсiнде анықталған  xfу   функциясы берiлсiн. Осы кесiндiнiң 
0x  

нүктесiн алып,  ba;  кесіндісінде анықталатындай етiп, аргумент х0-ге х ӛсiмше 

берейiк: ., 00 xxxxxx   Бұл ӛсiмшеге сәйкес y-тiң ӛсiмшесiн y деп белгiлейiк.  

Туындының анықтамасы. Егер функция ӛсiмшесiнiң аргумент ӛсiмшесiне қатынасының 

аргумент ӛсiмшесi 0x -да шегi бар болса, онда оны f(x) функциясының x0 нүктесiндегi  

туындысы деп атайды: 

 
 

x

xfxxf

x

y
xf

xx 











010

00
0

)(
limlim . 

Туындының х аргумент бойынша алынаған болса, оны  xfy ,  деп те белгiлейдi. 

Анықтамадан функцияның берiлген нүктедегi туындысы бар болса, әрқашанда ол белгiлi сан 

болатынын байқаймыз. Берiлген функцияның туындысын табуды дифференциалдау дейдi. 

Функцияны дифференциалдау және туындысы бойынша функцияның қасиеттерiн зерттеу 

дифференциалдық есептеулердiң негiзгi мәселесi болып табылады. 

Туындының анықтамасынан f(x) функциясының х0 нүктесiндегi туындысы дегенiмiз: 1) 

x0-дағы, 2) 

x

xf



 )(
 қатынасының шегi; 3) сан болатандығы оқушыларға айтылу керек.  

Бiз жоғарыда туындының анықтамасын оның физикалық мағынасына сүйенiп, 

қозғалыстағы дененiң орташа  жылдамдығын табу туралы механикалық есептi шығаруға 

байланысты анықтадық. 

Туынды ұғымын қисықтың берiлген нүктесiне жүргiзiлген жанаманың теңдеуiн құру 

туралы геометриялық есепке сүйенiп те анықтауға болады.  
Функцияның туындысын табу алгоритмі. Туындының анықтамасы тұжырымдалып айтылғаннан кейін 

мынадай сұрақ туындайды: «f(x) функциясының х0 нүктесiндегi туындысын қалай табуға болады?» Бұл 

сұрақтың жауабы мынадай алгоритмдер арқылы жүзеге асырылады:  

1) аргументi x=x0-ге x ӛсiмше беріледі: xxx  0 ;  

2) f(x) функциясының х0 нүктесiндегi ӛсiмшесi табылады: f(x0)=f(x0+x)–f(x0); 

3) 

x

xf



 )( 0
 қатынасын құрамыз;  4) осы функцияның x0-дағы шегi )( 0xf  -ды табамыз.  

Нақтылау мақсатында туындыны табуға берiлген бiрiншi мысалды екi деңгейде орындаған 

тиiмдi: 1) х0-ге нақтылы сан, мысалы, x0=2 берiп, 2) x0-ды жалпы түрде алып. 

«Функцияның туындысы» мен «функцияның нүктедегi туындысының» айырмашылықтары 

түсiндiрiледi: функцияның туындысының x0 нүктесiндегi мәнi сан, ал функцияның туындысы 

функция болады. 

Анықтаманы пайдаланып функциялардың туындысын табайық:  

Мысал.  
2xy   функциясының туындысын есептеу. 

1
 
.  

2)( xxf  .        2. 
2)()(;; xxxxfxxx  . 

.)(2)(.3 222 xxxxxxf        .2
)(2

.4
2

xx
x

xxx

x

f










 

5. .2)2(limlim
00

xxx
x

f

xx







    Сонымен, xxxf 2)()( /2/  . 



Мысал. 
x

y
1

  функциясының туындысын есептеу. 

1. ƒ(x)=
x

1
 , мұнда 0x         2. х; х+х; 

xx
xxf




1
)(                                                                                                      

        3. ƒ=
)(

11

xxx

x

xxõ 





     4.  

xxxxxxx

x

x

f












2

1

)(
  

5. 
22

0

0

1

)(lim

1
lim

xxxxx

f

x

x














 Сонымен, f

/
(x)= 2

11

xx












. 

Туынды табу ережелері. Жоғарыда келтірілген туындыны есептеу алгоритмінен дифференциалдау 

ережелері мен формулаларын шығарып алуға болады: 

1. Тұрақты шаманың туындысы нӛлге тең. 

С тұрақты шама. Cy  болғанда, ,0y
 
мұны кейде былай  

жазады:   .0


C  

2. Тұрақты кӛбейткішті туындының алдына шығарып жазуға болады. 

,kuy  болса ( k  - тұрақты кӛбейткіш), uky   болады.  

3 Алгебралық қосындының туындысы сол функциялардың туындыларының сәйкес 

алгебралық қосындысына тең болады. 

,wvuy   ал ,u  ,v  w  ӛздері х-ке тәуелді функциялары болсын. Сонда:  

.wvuy   

4  Екі функцияның кӛбейтіндісінің туындысын табу үшін бірінші функцияның туындысын 

екінші функцияның ӛзіне кӛбейтіп, содан соң екінші функцияның туындысын бірінші 

функцияның ӛзіне кӛбейтіп, шыққан екі кӛбейтіндінің қосындысын алу керек. 

uvy   болсын. Сонда: .vuvuy   Мұны былай да жазады:   .vuvuuv 


 

5. Екі функциядан құралған бӛлшектің туындысын табу үшін алымындағы функцияның 

туындысын бӛліміндегі функцияның ӛзіне кӛбейтіп, содан соң бӛліміндегі функцияның 

туындысын алымындағы функцияның ӛзіне кӛбейтіп, алдыңғы кӛбейтіндіден соңғы кӛбейтіндіні 

шегеріп, одан әрі осыдан шыққан айырманы бӛліміндегі функцияның квадратына бӛлу керек. 

v

u
y   болсын. ,

2v

vuvu
y


         

2v

vuvu

v

u 












 

6. Күрделі   xfy   функцияларсының х бойынша туындысын табу үшін  ufy   

функциясының u  бойынша туындысын тауып, содан кейін  xu   функциясының х бойынша 

туындысы табылады, шыққан екі туындының кӛбейтіндісін алу керек. 

,
xux

uyy    

Мысал.   у = Зх
5
 — 2х

2
 + 5х + 4  функциясының туындысын табу керек. 

Шешуі.     y'=(3x
5
- 2x

2
 + 5x+4)

/
=3∙5x

4
- 2∙2x+5=15x

4
- 4x+5.  

Мысал. 235,0
6

)( 2

3

 xx
x

xf  функциясы туындысының 1x  нүктесіндегі мәнін 

табу. 

Шешуі: 3
2

325,0
6

3
235,0

6
)(

22

2

3













 x

x
x

x
xx

x
xf , 

;5,131
2

1
3)1(

2

)1(
)1(

2




f           Жауабы: -1,5. 



Мысал. y=(5x + 3)(6x
2
—l7x + 4)    функциясының   туындысын  табу керек. 

Шeшyi.  y
/
= (5х + 3)'. (6x

2
- l7x + 4) + (5x + 3) • (6x

2
- 17x + 4)' =  5(6x

2 
17x + 4) + (5x + 3) • 

(12x-17)=30x
2
-

 
85x+20+60x

2
- 85x+36x - 51=90x

2
-134x-31. 

Мысал.  y =
2

62





x

xx
 функцияның туындысын табайық. 

Шешуі: Бӛліндінің туындысын табудың формуласын пайдалана, отырып туындыны 

есептейміз: 

;
)2(
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)2(

612642

)2(
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Қарапайым элементар функциялар туындыларының кестесін де келтірейік: 

1  ).(0)( constСС               7 .
cos

1
)(

2 x
tgx   

2 1)(   xx .                             8 

x
ctgx

2sin

1
)(  . 

3 axaxa ln)(  , .)( хехе               9 
21

1
)(arcsin

x
x


 . 

4 .
1

)(ln,
ln
1

)(log
x

x
ax

xa          10 
21

1
)(arccos

x
x


 . 

5 xx cos)(sin  .                             11 
21

1
)(

x
arctgx


 . 

6 xx sin)(cos   .                         12  
21

1
)(

x
arcctgx


  

Енді негізгі элементар функциялардың туындылар кестесін күрделі функцияның 

туындысын табу ережесі бойынша жалпылай жазайық:  

(u (х)=u ): 

1 )(1)( Ruduu   ,                      2 u
u

u 
2

1
)( , 

3 uauaua  ln)( ,                                   4 uueue )( , 

5 u
au

ua 
ln
1

)(log ,                                6 u
u

u 
1

)(ln , 

7 uuu  cos)(sin ,                                  8 uuu  sin)(cos , 

9 u
u

tgu 
2cos

1
)( ,                                10 u

u
ctgu 

2sin

1
)( ,       

11

21

)(arcsin

u

u
u




 ,                            12 

21

)(arccos

u

u
u




 , 
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)()( afbf   

4-сурет  
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21
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21
)(

u

u
arcctgu




 , 

5. Функцияның өсуі мен кемуі. Функцияның максимумы мен минимумы 
 

Туындының қолданылуы функцияны зерттеудiң аналитикалық тәсiлдерiн жетiлдiрудiң 

жаңа сатысы болып табылады.  

Туынды арқылы функцияның қасиеттерiн зерттеу кезiнде математикалық талдаудың 

белгiлi Лагранж, Ферма және Вейерштрасс теоремаларына сүйенедi.  

Туындының геометриялық мағынасы Лагранж теоремасын кӛрнекi түрде 

иллюстрациялауға мүмкiндiк бередi. [a;b] кесiндiсiнде жататын кез келген х нүктесiнде 

дифференциалданатын f(х) функциясын қарастырайық, онда   

ab

afbf



 )()(
 

қатынасы АВ қиюшысының ох ӛсiмен жасайтын бұрышының тангенсiн сипаттайды (4-сурет).  

)(
)()(

cftg
ab

afbf





 . 

АВ қиюшысын жанамамен беттескенше ӛзiне-ӛзiн параллель жылжытайық. Айталық, 

жанасу нүктесiнiң абсцисасы с-ға тең болсын. tgcf  )(  болатындықтан Лагранж теоремасы 

орындалады: ];[ baс  нүктесi табылып,  
   

аb

afbf
cf




 )(  

теңдiгi орындалады. 4-суреттен берiлген аралықтан Лагранж теоремасы орындалатын с нүктесiнiң 

табылатындығы байқалады. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                                    

                 
 

 

 

 

 

 

 

Лагранж теоремасы функцияның ӛсуi мен кемуiнiң жеткiлiктi белгі шартын  дәлелдеуге 

мүмкiндiк бередi.  

Оның негізіне теореманы енгiзудiң нақтылы индуктивтi тәсiлi жататын мынадай 

әдiстемелiк схеманы ұсынуға болады: 1) оқу проблемасын қою; 2) геометриялық иллюстрацияға 

сүйенiп, оқушыларға белгiнi тұжырымдату; 3) оның шарты мен қорытындысын қысқаша түрде 

жазу; 4) Лагранж теоремасын қолданып белгiнiң дәлелдемесiн келтiру; 5) теореманың 

дәлелдемесiн құрамды бӛлiктерге бӛлiп бекiту. 

Мектепте туынды арқылы функцияны зерттеуді оқып-үйрену 

Туынды тақырыбын оқып-үйрену барысында оқушылардың функцияны зерттеу туралы 

бiлiмдерi жүйеленедi, функцияны зерттеудiң жалпы схемасы кең түрде қарастырылады.  

Оқушыларға функцияны аналитикалық тәсiлмен зерттеудiң пайдалы екендiгiн түсiндiрген 

жӛн: функцияның графигiн нүктелер арқылы салу тәсiлi барлық уақытта бiрдей қолайлы емес, 



тiптi кӛп нүктелердi тауып, функцияның графигiн салу оның кескiнi мен ӛзгерiсi туралы дәл 

мағлұмат бере бермейдi.  

Туындыны қолданып, аналитикалық тәсiлмен функцияның монотонды аралықтарын табу 

мен экстремумге зерттеу нәтижесінде, кӛптеген нүктелердi тауып функцияның графигiн салудан 

құтқарады. Функцияның графигiн дәлiрек салуға, функцияның графигiнiң түрiн дұрыс түсiнуге 

мүмкiндiк бередi.  

Функцияның өсуі мен кемуі. Функцияны зерттеуге негізгі міндеттерінің бірі – оның ӛсетін және 

кемитін аралықтарын табу.  

Функцияның тұрақты болу шарты.  

Теорема. )(xf  функциясы [а,b] аралығында тұрақты болу үшін, бұл аралықтың әрбір 

нүктесінде 0)(  xf  шарты орындалуы қажетті және жеткілікті. 

Айталық )(xf  функциясы [а,b] аралығында тұрақты болсын дейік. Сонда бұл аралықтың 

әрбір нүктесінде 0)(  xf  болады. Енді [а,b]  аралығының әрбір нүктесінде 0)(  xf  дейік. 

Егер вxa    болса, онда [а,b] аралығындағы барлық х үшін Лагранж теоремасы  

)()()()()( xcxcfxxxfxf    

түрінде  жазылады. Теорема шарты бойынша 0)(  cf  болғандықтан, .)()( constxfxf    

Функцияның өсуі мен кемуі.  

а) Функцияның бірсарынды болуының қажетті шарты. 

Теорема. Егер )(xf  функциясының [а,b] аралығының әрбір нүктесінде )(xf   туындысы 

бар және бұл аралықта үдемелі (кемімелі) болса, онда кӛрсетілген аралықтың әрбір нүктесінде 

]0)([0)(  xfxf  теңсіздігі орындалады. 

Айталық )(xf  функциясы [а,b] аралығында бірсарынды үдемелі болсын. Сонда кез келген 

0x  ӛсімшесі үшін 0
)()(











x

xfxxf

x

y
. Бұдан 0x  да шекке кӛшсек: 

.0)(
0

lim 





xf

x

y

x
 

ә) Функцияның бірсарынды болуының жеткілікті шарты. 

Теорема. Егер )(xf  функциясының [а,b] аралығының әрбір нүктесінде )(xf   туындысы 

бар және бұл аралықта ]0)([0)(  xfxf  болса, онда кӛрсетілген аралықта )(xf  

функциясы сарынды үдемелі (кемімелі) болады. 

Айталық [а,b]  аралығында 0)(  xf  болсын. Кез келген 
1

х  және 
2

х  нүктелерін 

вxxa 
21

 теңсіздіктері орындалатындай етіп алайық. Сонда Лагранж теоремасы 

бойынша: 

).
21

()()
12

()
1

()
2

( xcxcfxxxfxf   

Ал, 0
12
 xx  және 0)(  cf  болғандықтан ,0)

1
()

2
(  xfxf  яғни )

1
()

2
( xfxf   

болады. 

Бұл теңсіздік )(xf  функциясы [;] вa  аралығында бірсарынды үдемелі болатынын кӛрсетеді. 

Дәл осыған ұқсас, 0)(  xf  жағдайы да дәлелденеді. 

Туындының кӛмегімен кез келген дифференциалданатын )(xf функцияларының ӛсу және 

кему аралықтарын анықтауға болады. Ол келесі алгоратим негізінде орындалады: 

1) Функцияның анықталу облысын табу; 

2) Функцияның туындысын табу; 

3) 0)(' xf  немесе 0)(' xf  теңсіздігін шешу; 

4) Функцияның ӛсу және кему аралықтарын жазу. 



Ескерту. Егер )(xf
 функциясы аралықтың шеткі нүктесінде үзіліссіз болса, онда ол нүкте 

сол аралыққа енгізіледі. 

Мысалдар қарастырайық. 

Мысал. 
xxxf 123)( 2   функциясының ӛсу және кему аралықтарын табайық. 

Шешуі: 

1) Функцияның анықталу облысы барлық нақты сандар жиыны; 

2) 126)123()( '2'  xxxxf ; 

3) 0)(' xf , яғни 0126 x , 126 x , 2x . Ал анықталу облысының 2x  бӛлігінде  

0)(' xf  болатыны айқын; 

4) сонда функция );2[   аралығында ӛседі, ал ]2;(  аралығында кемиді.  

Жауабы: ]2;(  - кемиді, );2[   - ӛседі. 

Мысал.  xxxf 2s i n)(   функциясының бірсарынды ӛспелі, бірсарынды кемімелі 

аралықтарын табайық. 

Шешуі: 1) Функцияның анықталу облысы барлық нақты сандар жиыны; 

2) 2cos)2(sin)( ''  xxxxf ; 

3) туындының таңбасын анықтаймыз. 1|cos| x  болғандықтан, 2cos x  ӛрнегінің мәні x-тің 

кез келген мәнінде 0-ден кіші болады. Сондықтан Rx  болғанда, 0)(' xf . Демек, берілген 

функция барлық нақты сандар жиынында бірсарынды кемімелі функция.  

Функцияның максимум және минимум мәндерін бір сӛзбен оның экстремумы деп атайды. 

Функцияның максимумы мен минимумы анықтамаларына байланысты мына жағдайлар есте 

болуы керек; 

1. Функция қарастырып отырған аралықтың тек ішкі нүктелерінде ғана экстремумдық 

мәндерге ие болады. 

2. Максимум мен минимумды функцияның кесіндідегі сәйкес ең үлкен және ең кіші 

мәндерімен шатастырмау керек. 

Экстремумның қажетті шарты.  

Теорема. Егер )(xf  функциясы хх   нүктесінде экстремум мәнін қабылдаса және ол 

нүктенің маңайында )(xf   туындысы бар болса, онда бұл нүктеде 0)(  xf   болады 

немесе туындысы болмайды. 

Функция экстремумының анықтамасына сәйкес х  нүктесі жататын белгілі бір аралықтың бір 

нүктесінде функция ӛзінің ең үлкен немесе ең кіші мәнін қабылдайды. Айталық х  нүктесінде 

)(xf  функциясы ең үлкен мәнін қабылдайтын болсын. Сонда кез келген 0 ххх  

ӛсімшесі үшін 0)()(   xfxxf  болады.  

Бұдан 0x  болғанда ,0
)()(






x

xfxxf 
 ал  0x  болғанда 

0
)()(






x

xfxxf   болатыны шығады. 

Ал, хх   нүктесінде функцияның туындысы бар болғандықтан 

)(
)())(

0
lim 

 xf
x

xfxxf

x







 шегі бар және ол x  -тің таңбасына тәуелді емес. 



Сонда 0x  болғанда 0)(
)())(

0
lim 








 xf
x

xfxxf

x
, ал 0x  болғанда 

0)(
)())(

0
lim 








 xf
x

xfxxf

x
 болады. 

Функцияның туындысының бар болу шартынан бұл туындылар ӛзара тең болуы, яғни 

0)(  xf  болатыны  шығады. 

Кейбір жағдайда, 0х  да 
x

xfxxf



 )()( 
 қатынасы әртүрлі шекке ұмтылуы 

мүмкін, яғни функцияның  х  нүктесінде тиянақты туындысы болмайды. Сонымен бірге, х  

нүктесінде туынды шексіздікке де айналуы мүмкін. Сондықтан, )(xf  функциясының туындысы 

болмайтын немесе шексіздікке айналатын нүктелерде де экстремум мәндері болуы мүмкін. 

Функцияның туындысы нӛлге тең, не болмайтын және шексіздікке айналатын нүктелерді 

оның мінездік нүктелері деп атайды. 

Жоғарыда дәлелденген теореманы функцияның экстремумы бар болуының қажетті шарты деп 

атайды. 

Функцияның экстремумы бар болуының бірінші жеткілікті шарты. 

Теорема. Айталық f  функциясы х  мінездік нүктесі жататын [x0-δ,x0+δ] маңайында 

үзіліссіз және  дифференциалданатын болсын. Сонда )(xf   туындысы х  нүктесі арқылы 

солдан оңға қарай ӛткенде таңбасы плюстен минусқа ӛзгерсе, функция максимум мәнге, ал 

таңбасын минустен плюске ӛзгертсе, функция минимум мәнге ие болады. 

Айталық xx   болғанда 0)(  xf , ал xx   болғанда 0)(  xf  болатын [x0-

δ,x0+δ] маңайы бар болсын деп ұйғарайық. Егер  xϵ[x0-δ,x0+δ] болса, онда )()( xfxf   

айырымына Лагранж теоремасын қолдануға болады:  

).()()()()( xcxcfxxxfxf            

Мұндағы xx   болса, 0 xx  болады да, біздің ұйғаруымызға сәйкес 0)(  cf , 

яғни 0)()(  xfxf  немесе )()( xfxf   болады. Ал xx   болса, 0 xx  

болғандықтан және ұйғаруымыз бойынша 0)(  cf , яғни 0)()(  xfxf  немесе 

)()( xfxf  . Сонымен, [x0-δ,x0+δ] жататын кез келген хх   үшін )()( xfxf   теңсіздігі 

орындалады екен. Бұл теңсіздіктің орындалуы )(xf  функциясы х  нүктесінде максимум мәнге 

ие болатынын кӛрсетеді. 

Теореманың функция минимумы жӛніндегі екінші бӛлігі де дәл осылай дәлелденеді. 

Егер функция туындысы х  нүктесі арқылы ӛткенде таңбасын ӛзгертпейтін болса, онда 

функцияның экстремумы болмайды. Иілу нүктелері болуы мүмкін. 

Соңғы жағдайда, хх   абсциссасына сәйкес графиктің нүктесіндегі жанамасы 0х ӛсіне 

параллель және ол графикті қиып ӛтеді. 

Мысал. xxxf 42)(   функциясының экстремумын анықтайық. 

Алдымен функцияның туындысын табамыз: 42)(  xxf  және оны нӛлге теңестірейік 

.042)(  xxf  Бұл теңдеудің түбірі 2x . Енді 2x  және 2x  болатын мәндердегі 

)(xf   туындысы таңбасын анықтайық. Сонда ,0)2(,0)2(  xfxf  яғни туынды 

2x  нүктесі арқылы солдан оңға қарай ӛткенде таңбасын минустен плюске ӛзгертеді. Демек, 

абсциссасы 2x  нүктеде берілген функция минимум мәнге ие болады. Соңында, функцияның 

минимум мәнін есептейік  

,4842422
2

)42()2( 



x

xxf яғни .4
min

f  



Функцияның монотонды аралықтарын табу мен экстpемумге зерттеудің схемасы: 

1. Функцияның анықталу облысын тауып, функцияның үздіксіз аралықтары анықталады; 

2  )(xf  -ті табылады; 

3 Мінездік нүктелерді, яғни функцияның туындысы нӛлге тең немесе туындысы болмайтын 

нүктелері анықталады; 

4 Әрбір мінездік нүктелердің аймағындағы )(xf   функциясының таңбасы зерттеледі; 

5 Әрбір мінездік нүктедегі функцияның максимумы не минимумы болатындығын немесе 

болмайтындығын анықталады; 

6 Функцияның монотонды аралықтары мен экстремумын табамыз. 

Мысал. 1426344)(  xxxxxf  функциясының экстремумға зерттейік. 

Шешуі: Функцияның туындысын табайық: 41221234)(  xxxxf . Мінездік 

нүктелерді анықтау үшін бірінші ретті туындыны нӛлге теңестіріп теңдеуді шешеміз.   Сонда 

013233  ххх  теңдеуін шешімі оның мінездемелік нүктелері болады: 

03)1(2)1)(1()122)(1()312)(1(

)1(3)12)(1()323()13(13233





хххххххххх

ххххххххххх
 

Бұдан 01х  немесе 1х .  х>1 болғанда  )(xf   >0, ал х<1 болса, )(xf  <0. Сондықтан, 

1х  болғанда берілген функция минимум мәнін қабылдайды және ол 0min f . 

Мысал. 0111232 23  xxx  теңдеуінің түбірлерінің санын табайық. 

Шешуі. 111232)( 23  xxxxf  функциясын қарастырайық f  функциясының 

мінездік нүктелерін табу үшін оның туындысын аламыз: 1266)( 2  xxxf . Бұл туынды 

x=-1 және  x=2 нүктелерінде нӛлге айналады. 

Кесте толтырайық: 

 
x   1;  -1 (-1;2) 2 (2;) 

)(xf   + 0 - 0 + 

)(xf  Ӛседі -4 Кемиді -31 ӛседі 

  max  min  

Функция  1;  аралығында --тен -4-ке дейін ӛседі, сондықтан бұл аралықта f(x)=0 

теңдеуінің түбірлері болмайды, келесі аралықта f  функциясы -4-тен -31-ге дейін кемиді. 

Ақырында, f  функциясы  ;2  аралығында -31-ден шексіздікке дейін ӛседі, бұл аралықта f(x)=0 

теңдеуінің бір ғана түбірі бар. Сӛйтіп, 0111232 23  xxx теңдеуінің бір түбірі бар және 

ол түбір (2;) интервалына тиісті.  

6. Функцияның ең үлкен және ең кіші мәндері.Функцияны зерттеп, графигiн салу. 

Айталық )(xf  функциясы ];[ вa  кесіндісінде үзілісіз болсын. Сонда бұл кесіндіде функция 

ӛзінің ең үлкен және ең кіші мәндерін қабылдайды. Берілген аралықта функцияның бірнеше 

мінездік нүктелері бар болсын деп ұйғарайық. Егер функция ең үлкен мәнін кесіндінің ішкі 

нүктесінде қабылдаса, онда ол функцияның максимум мәндерінің ең үлкені болады. Ең үлкен 

мәнге кесіндінің шеткі нүктесінде де ие болуы мүмкін. 

Сонымен, ];[ вa  кесіндіде функция ӛзінің ең үлкен мәніне шеткі нүктесінде, не максимумы 

болатын нүктеде ие болады екен.  

Дәл осындай ұйғарымды, функцияның ең кіші мәні туралы да айтуға болады: функцияның ең 

кіші мәнін кесіндінің шеткі нүктесінде, не минимумы болатын ішкі нүктеде қабылдайды. 

Демек, үзіліссіз функцияның кесіндідегі ең үлкен (ең кіші) мәнін анықтау үшін: 

1  xf  функциясының туындысын табамыз )(xf  ; 



2 Кесіндінің ішінде жатқан мінездік нүктелерді, яғни функцияның туындысы 0)(  xf  –ге 

тең немесе туындысы жоқ нүктелерді табамыз; 

3 Функцияның мінездік нүктелер мен кесінді ұштарындағы мәндерін есептеймі; 

4 Осы табылған мәндердің ішіндегі ең үлкені мен ең кішісін таңдап аламыз. 

Мысал. 
x

x
xf

2

8
)(   функциясының  6,1  кесіндісіндегі ең кіші және ең үлкен мәндерін 

табу керек. 

Шешуі. 1) Функцияның анықталу облысы );0()0;()( fD ; 

2) 
x

x
xf

2

8
)(   функциясы  6,1  кесіндісінде үзіліссіз, олай болса, ол ӛзінің ең үлкен және ең 

кіші мәндерін: 

-не аралықың ішінде жатқан мінездік нүктелерде; 

-не кесінді ұштарында қабылдайды. 

3) Функцияның мінездік нүктелерін (функцияның туындысы болмайтын, не нӛлге тең нүктелерді) 

табамыз: 
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xx
,  6;141 x , 

 6;142 x  

4) Функцияның мінездік нүктедегі және кесінді ұштарындағы мәндерін табамыз: 
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Бұл мәндерді салыстырып,мынадай қорытындыға келеміз: 

 
8

1
2)1()(max

6;1





fxf

x

 ; 

 

1)4()(min

6;1





fxf

x

  

Демек, берілген функцияның  6;1  кесіндісіндегі ең үлкен мәні 
8

1
2  -ге,ал ең кіші мәні 1-ге тең. 

Жауабы: функцияның  6;1  кесіндісіндегі ең үлкен мәні 
8

1
2  -ге, ал ең кіші мәні 1-ге тең. 

Функцияны зерттеп, графигiн салу. Функцияны зерттеуге байланысты жоғарыда айтылғандай 

жұмыстар жұргізілгеннен кейін функцяны зерттеп, графигін салуға кӛшуге болады. Функцияны 

зерттеп, графигiн салудың жоспарын келтiру қажет:  

1) Функцияның анықталу облысын табу; 

2) Функцияның жұп, тақ, периодты екенiн анықтау; 

3) Функция графигiнiң координата ӛстерiмен қиылысу нүктелерiн табу; 

4) Таңба-тұрақтылық аралықтарын табу; 

5) Функцияның ӛсу және кему аралықтарын анықтау; 

6) Функцияның экстремум нүктелерiн және ол нүктелердегi мәндерiн табу. 

        7) Функцияныңң графигін салу. 

        Бұл ретті қатаң түрде сақтау әр уақытта міндетті емес. Бұл ретті сақтғанның да зины жоқ. 

Бірақ функцияның графигін салуда осы аталғандар орындалуы керек.  

Мысал 14
3

2
)( 23  xxxxf   функциясының қасиеттерін зерттеп графигін салайық. 

Шешуі: 1) RfD )( . 

2) )1)(2(2)2(2422)( 22  xxxxxxxf . 

3) Мінездік  нүктелері: -1; 2.  

4) Кесте толтыру үшін туындының таңбасын, максимум, минимум нүктелерін табамыз. 

Функцияның анықталу облысы сан ӛсін [-∞;-1],[-1;2],[2;+∞], бӛліктерге бӛледі. Сан ӛсінің 

бойында функциядан алынған туынды үзіліссіз екенін байқауға болады. Ең алдымен бірінші 

бӛліктен –1 нүктесінің сол жағынан (мысалы, -2 нүктесінде) 08)2( f , ендеше –1 мінездік 

нүктесінің сол жағында туындының таңбасы оң екен. Енді (-1, 2) кесіндінің  бойындағы 



нүктелерде, мысалы, 0 нүктесінде 04)0( f . Демек, бұл кесіндіде  туынды таңбасы теріс, 

олай болса, )1(f  - функцияның максимумы, яғни 2.3/10)1(  xf  нүктесінің оң 

жағында (мысалы, 3x ) 08)3( f . Сонымен туындының таңбасы минуспен плюске 

ауысты, олай болса, )2(f -функцияның минимумы, яғни 
3

2
5)2( f .  

Бұл мәндерді кестеге жазсақ: 

 

x  1 x  1 21  x  2  x2  

)(xf   + 0 - 0 + 

)(xf   
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  max   min   

5) Кестеге сүйеніп функцияның графигін 6-сурет арқылы кескіндеуге болады. 
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2 23  xxxy  


